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あらまし パターンを部分空間で表現する手法がパターン認識やコンピュータビジョンの分野において広く利用され

ている．部分空間を使ってクエリのパターンを認識する際，部分空間同士の類似度を計算する．この部分空間同士の

類似度計算は計算コストが高く，1対 1の計算をする必要があるため，データベースが大きいと処理時間が膨大となっ
てしまう．扱う問題の大規模化に伴い，類似度計算の近似，そして探索対象の効率的な絞り込みが必要とされている．

そのような近似手法にグラスマン多様体が用いられる．グラスマン多様体は，同じ次元数の部分空間の集合であり，

グラスマン多様体上において，部分空間は点で表現される．このことから，グラスマン多様体上での近似最近傍探索

によって，探索候補を絞り込み，高速な部分空間の探索手法が提案されている．しかし，グラスマン多様体は，次元

数の異なる部分空間は扱えず，このような高速化手法が適用できる問題は限られる．また，次元数の異なる部分空間

を扱う従来の手法では，特異値分解のような高コストな計算が必要であり，高速化を阻む要因となると考えられる．

本稿では，次元数の異なる部分空間同士のグラスマン距離について検討を行い，次元数の異なる部分空間を同じグラ

スマン多様体上での類似度比較を近似的に実現し，従来の高速化手法での探索を可能にする．

キーワード 部分空間，グラスマン多様体，近似最近傍探索，正準角

1. は じ め に

コンピュータビジョンやパターン認識の分野では，ユーク

リッド空間上の線型部分空間でパターンの広がりを表現すると

いう手法が注目されており，行動認識，顔認識，歩行者の検出

など幅広く用いられている [1]～[3]．パターンを部分空間で表
して，パターン認識を行う場合，クエリの部分空間に最も近い

部分空間をデータベースの中から見つける問題に帰着する．こ

の問題は最近傍部分空間探索 (Nearest Subspace Search; NSS)
と呼ばれる．NSSを実現する既存の手法を表 1にまとめ，以下
で説明する．

NSS を実現する手法のひとつに相互部分空間法 [4] がある．
相互部分空間法は，正準角と呼ばれる部分空間同士の角度に

よって，部分空間の類似度を測る．正準角は，類似度を測りた

い部分空間の組毎に計算をする必要があるため，この手法を認

識問題に適用した場合，クラスの数だけ正準角を計算する必要

がある．さらに，正準角は固有値問題を解くことによって求め

られるため，クラス数が大きくなると処理時間が膨大となって

しまう．

そこで，NSSの類似計算に近似を導入した近似最近傍部分空
間探索 (Approximate Nearest Subspace Search; ANSS)が提
案されている [5]～[9]．

ANSSの効率化の従来手法として，2種類のアプローチがあ
る．ひとつは，部分空間をユークリッド空間へ埋め込むもので

ある [5], [8], [9]．この手法は，全ての部分空間を高次元のユー

図 1: グラスマン距離のイメージ

クリッド空間へ埋め込み，高次元のユークリッド空間での近似

最近傍探索を行う．しかし，変換されたユークリッド空間は非

常に高次元であるため，既存の近似最近傍探索手法では効率的

に部分空間を見つけてくることは難しい．もうひとつは，グラ

スマン多様体での近似最近傍探索手法を用いる方法である．グ

ラスマン多様体は部分空間の集合によって成される多様体であ

る．グラスマン多様体上では部分空間は点で表現され，図 1の
ような，グラスマン多様体上で定義される点と点の距離をグラ

スマン距離という．そして，グラスマン多様体で部分空間が点

で表現される特性を用いて，グラスマン多様体での近似最近傍

探索により ANSSを実現する．しかし，グラスマン距離の計算
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表 1: 最近傍部分空間探索を実現する手法の比較
処理時間 次元数の異なる部分空間 類似度

相互部分空間法 [4] 大 扱える 正準角

BHZ [5] 大 扱える ユークリッド距離

ANSS GLH [6] 大 扱えない グラスマン距離

小西らの手法 [7] 　 小 扱えない グラスマン距離

Ye らの手法 [10] 大 扱える グラスマン距離

提案手法 小 扱える グラスマン距離

図 2: グラスマン距離が定義できない例

図 3: 次元数の異なる部分空間同士のグラスマン距離

は高コストであり，比較する部分空間の数が増加すると処理時

間は大きくなる．これに対し部分空間数と次元数にスケーラブ

ルな手法に小西らの手法 [7]がある．小西らの手法はグラスマ
ン距離の計算に近似を導入した最も高速な ANSSのひとつであ
る．しかし，グラスマン多様体は同じ次元数の部分空間の集合

である．そのため，図 2のように次元数の異なる部分空間は異
なるグラスマン多様体で表現され，グラスマン距離を定義出来

ない．つまり，先述したようなグラスマン距離に基づく高速化

手法を適用することができない．したがって，次元数の異なる

部分空間が同じグラスマン多様体で扱えることが求められる．

次元数の異なる部分空間同士のグラスマン距離を定義した手

法に Ye らの手法 [10] がある．Ye らの手法では，異なるグラ
スマン多様体上の部分空間同士のグラスマン距離を，点と集合

の距離によって定義している．具体的に，次元数の異なる部分

空間を A，Bとし，A， Bのグラスマン距離を計算する場合，
図 3のように，部分空間を射影することによって得られた集合
との距離によって，次元数の異なる部分空間のグラスマン距離

図 4: 提案手法のアイデア

を定義している．Ye らはこの射影された集合内で最も近くな
る点の射影を，特異値分解によって実現している．この特異値

分解は計算コストの高い計算であり，これらの処理の後に高速

化手法を適用しても ANSSの高速化は望めない．
そこで，本稿では，Yeらの手法を近似的に行うことにより，
次元数の異なる部分空間同士の近似最近傍部分空間手法を提案

する．Ye らの手法の問題点は，特異値分解の計算コストであ
る．この特異値分解は集合内の最も近くなる点の計算に用いら

れていた．次元数の異なる部分空間同士のグラスマン距離の本

質は点と集合の距離であり，集合を生成し，集合と最も近くな

る距離を計算すれば特異値分解を行うことなく Yeらの手法を
実現できる．提案手法では図 4 のように部分空間の射影を複
数回行うことで，この集合の生成を行う．これを探索候補の全

ての部分空間について行う．最後に集合が射影されたグラスマ

ン多様体で小西らの手法を適用する．小西らの手法は，サンプ

ルが増加に対して，処理時間の増加は緩やかであり，複数回の

射影によるサンプル数の増加の影響を吸収することが期待でき

る．これにより，特異値分解を行うことなく，Yeらの手法の近
似的に実現し，次元数の異なる部分空間同士の近似最近傍部分

空間探索を高速化を可能にする．

2. 準 備

本節では，本稿を理解するのに必要なグラスマン距離につい

て説明する．

［定義 2.1］ ユークリッド空間 RD 上のm次元の線形部分空間

の集合をグラスマン多様体 Gr(m, D)と呼ぶ．
グラスマン多様体上では部分空間は点とみなすことができ，

グラスマン多様体上での点と点の距離をグラスマン距離 (図 1)
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という．グラスマン距離は，正準角に基づいた類似度である．

2. 1 Projection Kernel
グラスマン多様体上の点と点の距離を，グラスマン距離と

いい，複数定義される．小西らの手法では，その一つである

Projection kernel [11]を使って部分空間同士の類似度を測って
おり，Projection kernelは以下の式で計算される．

kP (U , V ) = ∥U⊤V ∥2
F (1)

3. 従 来 手 法

3. 1 相互部分空間法

相互部分空間法は，部分空間法の拡張であり，入力と学習デー

タを表現する部分空間同士のなす角度によって，類似度を測る．

ここで，A∈ Rk×n，B ∈ Rl×n(k < l)によって張られる部分
空間をそれぞれ A，Bとする．この Aと Bの間には k 個の正

準角が定義され，それぞれの正準角は互いに直交する方向にお

いて測られる．これを式で書くと，次のように表される．

cos2 θi = max
a,b
　

|(ai · bi)|2

||ai||2||bi||2
(2)

ここで，ai∈ A，bi∈ B，||ai|| |= 0，||bi|| |= 0である．相互部
分空間法では，これらの内，第 1正準角のみを計算に用いる．
この正準角の計算には，固有値問題を解く必要があり，比較す

る部分空間の数だけこの計算を行うため，クラスの数が増加す

ると処理時間が膨大となる．

3. 2 小西らの手法

小西らの手法はグラスマン多様体上での近似最近傍探索手法

である．これを実現するにあたって，まずグラスマン距離をユー

クリッド距離に分解する．そして，近似最近傍探索を用いて，

グラスマン距離を近似的に計算する．類似度関数である kP (·, ·)
を分解し，それが可能であることを示す．Pi = [pi1 . . . pim]，
Q = [q1 . . . qm]すると，P ⊤

i Qの要素は次のように表される．

kP (Pi, Q) = ∥P ⊤
i Q∥2

F =
m∑

s=1

m∑
t=1

(
p⊤

isqt

)2 (3)

式 (3)の右辺はm2個の内積計算の和であるが，すべての内積

の値が式 (3)に等しく影響を及ぼしているわけではない．図 5
に示すように，ほとんどの内積は 0に近い値を持ち，一部の内
積のみが比較的大きな絶対値をとるというような分布となって

いる．ここで式 (3)を使用する目的が，ある部分空間に最も近
い部分空間を見つけることであることを考慮すると，部分空間

間の大小関係が入れ替わらない程度に式 (3)を近似しても問題
は起こらないと考えられる．つまり，式 (3) の 0 に近い内積
を無視して，絶対値の大きな内積のみを計算することで近似的

に Projection kernel の値が計算できる．ここで，単位ベクト
ル a, bの距離の 2乗は，次のように表される．

d2
Euc(a, b) = 2 − 2a⊤b (4)

これより，「ベクトルの内積の大きいものを見つけることと，ベ

図 5: 内積のヒストグラムの一例

クトルの距離が近いものを見つけることは等価」といえる．こ

の原理を用いいれば，近似最近傍探索手法を用いて内積計算を

行うことなく内積の大きなベクトルを見つけることができる．

q をクエリとすることで，近似最近傍探索で q に近いベクト

ルを見つける事ができるのは明らかである．また，距離が小さ

いベクトルだけでなく，距離が大きいベクトルも式 ( 3)では支
配的である．−q は単位超球上で q から最も遠いベクトルなの

で，−q をクエリとして近似最近傍探索をすることで q から最

も遠いベクトルから探索することができる．このように符号の

違う 2つのクエリベクトルを用いることで，P ⊤
i Qの要素（内

積）のうち，絶対値の大きいものを近似最近傍探索で上位K を

取り出し，対応する部分空間の ID に内積の 2 乗を投票する．
そして，最終的の最も得票の多い部分空間を最近傍と判断する．

Qの基底が m本の場合，1本の基底ベクトルあたり上位 k 個

を選ぶ．更に符号が逆ベクトルも含めると，基底ベクトルあた

り 2k 個のベクトルを近似最近傍探索で求める．したがって，

全体で K = 2km個のベクトルを検索することになる．データ

ベース中の部分空間数が増加しても，K を加減することで探索

にかかる時間をコントロールできる．このような理由から，小

西らの手法は部分空間数にスケーラブルな探索が可能になって

いる．

3. 3 Yeらの手法
Ye らの手法は，次元数の異なる部分空間同士のグラスマン
距離を定義する．次元数の異なる部分空間同士のグラスマン

距離は，点と集合の距離によって測られる．具体的には，部分

空間を相手の部分空間のグラスマン多様体に射影することに

よって得られる集合とクエリとのグラスマン距離によって測

られる．以下，図 6を使って説明する．ここで A∈ Rk×n，B

∈ Rl×n(k < l)によって張られる次元数の異なる部分空間をそ
れぞれ A，Bとする．図 6(a)の次元数の異なる部分空間 A，B
のグラスマン距離 δ(A, B)は，Bを Aの属するグラスマン多様
体に射影することによって得られた集合 Ω−(B)内で Aと最も
近くなる点を Y とすると，Y と Aとの距離と定義される．逆
に，図 6(b)の Aを Bの属するグラスマン多様体に射影するこ
とによって得られた集合 Ω+(A)内で Bと最も近くなる点を X
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とすると，Xと Bとの距離とも定義され，どちらの方法でも同
じ距離が計算される． Ω+(A)は Aを含む l次元部分空間の部

分集合を表しており，Ω−(B)は Bに含まれる k 次元部分空間

の部分集合を表す．この距離の算出方法の説明にあたって，部

分空間 A，Bをそれぞれのグラスマン多様体に射影することに
よって得られる集合について，以下のように定義される．

［定義 3.1］ k, l, n ∈ N (k ≦ l ≦ n)とする．A，Bの部分集
合について以下のように表す．

Ω+(A) := {X ∈ Gr(l, n) : A ⫅ X} (5)

Ω−(B) := {Y ∈ Gr(k, n) : Y ⫅ B} (6)

これらの部分集合 Ω+(A)，Ω−(B)内で類似度を測りたい部
分空間と最も近くなる点 X，Y の算出に特異値分解を用いる．
まず類似度を測りたい部分空間 A と B について内積を取る．
そして得られた行列について特異値分解を行う．特異値を対角

成分に持つ行列をΣ，左特異ベクトルを U，右特異ベクトルを

V とすると，

ABT = UΣV (7)

ここで，pi, qi をそれぞれAUT，BV T の n次元の基底ベクト

ルとすると，次のように表せる．

AUT = [p1, p2, . . . , pk] (8)

BV T = [q1, q2, . . . , ql] (9)

AUT は，A を B のグラスマン多様体 Gr(l, n) に射影するの
に，基底Aの寄与が最も大きくなる方向への回転であり，同様

に，BV T は，B を A のグラスマン多様体 Gr(k, n) に射影す
るのに，基底 B の寄与が最も大きくなる方向への回転である．

これより最近傍点 X，Yは，この得られた基底 pi,qi を使って

以下のように表される．

X = [p1, . . . , pk, qk+1, . . . , ql]

Y = [q1, . . . , qk]

Xは次元数を補うのに，Aを B類似度を測るのに影響を及ぼさ
ない直交基底で次元の差を補っている．この Xと Bのグラス
マン距離と，Yと Aのグラスマン距離は同値であり，δ(A, B)
は以下のように表される．

δ(A, B) = dGr(k, n)(A, Y ) = dGr(l, n)(B, X)

4. 提 案 手 法

提案手法のアイデアとしては，部分空間を複数回射影するこ

とによって得られた集合とクエリの部分空間とのグラスマン距

離を測ることで，Yeらの手法を実現することを考える．そして
得られた集合の内，クエリの部分空間と最も近くなる集合を探

索することで，グラスマン距離に基づく次元数の異なる部分空

間の探索を実現する．そこで，集合の探索の方法として，2つ
の方法を提案する．一つめが Yeらの手法の定義に基づき，ク

(a) 低次元のグラスマン多様体に射影する場合

(b) 高次元のグラスマン多様体に射影する場合

図 6: Ye らの手法

エリの部分空間から最も近くなる点を含む集合を探索する手法

(提案手法 1)，そしてもうひとつが，それぞれの集合に含まれ
る点とクエリとの距離の平均の距離をクエリの集合との距離と

し，もっとも近くなる集合を探索する手法 (提案手法 2)である．
4. 1 提案手法 1
Yeらの手法での特異値分解は，図 6(a)において，射影によ
り得られた集合 Ω−(B)内の最も近くなる点 Y，または図 6(b)
における集合 Ω+(A)内の最も近くなる点 Xを求めるための計
算となっている．つまり，次元数の異なる部分空間同士のグラ

スマン距離の本質は，点 Aと集合 Ω−(B)，もしくは点 Bと集
合 Ω+(A)の最も近くなる距離であり，特異値分解は異なる次
元のグラスマン距離の計算に不可欠な操作ではない．

そこで，提案手法はランダムに生成した回転行列により部分

空間をグラスマン多様体に射影し，その操作を複数回繰り返す

ことにより，グラスマン多様体上に集合を生成することを考え

る．そして，部分空間と得られた集合との距離を求めることで，

次元数の異なる部分空間同士のグラスマン距離を近似的に求め

ることができると考えられる．

ある部分空間を A，B とし，ここでは簡単のため，B を A
の属するグラスマン多様体に射影する場合を考える．ランダム

に生成した回転行列をW ∈ Rl×n する．W は特異値分解に

よって得られる右特異行列を近似したもので，W により部分

空間 Bを特異値分解なしで，グラスマン多様体 Gr(k, n)に射
影させる．得られた BT W = [x1 · · · xl] の基底ベクトルの数
を，Aの基底の数である k個に削減することで，グラスマン多
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様体 Gr(k, n)上に点 B′ が得られる．これらを複数回繰り返す

事により，図 7のように部分空間 Bの集合がグラスマン多様体
Gr(k, n)上に得られる．そして得られた集合の内，部分空間 A
と最も近くなる点とのグラスマン距離を Aと Bのグラスマン
距離とすることで，Yeらの手法を近似的に実現する．
ここでこの回転の操作は，部分空間の基底を回転させること

に対応しており，この操作では，部分空間そのものが変わる

ことはなく，グラスマン多様体 Gr(l, n) での座標に変化はな
い．そして基底を k 個まで削減することで，グラスマン多様体

Gr(k, n)上に 1点として，得られる．Yeらによると，Ω−(B)
は Gr(k, l)であり，この操作で得られる点は l次元空間の k 次

元部分空間であるので，集合 Ω−(B)内に射影されることが保
証されている．

図 8のように，これと同様の操作を，探索候補の他の部分空
間に対しても行い，全ての部分空間の集合が同一のグラスマン

多様体上に得られる．ここで，クエリの部分空間と最も近い部

分空間を探索する手法である小西らの手法を適用する．Ye ら
の手法における，次元数の異なる部分空間同士のグラスマン距

離は，クエリの点と集合内の最も近くなる点との距離であるた

め，図 8のグラスマン多様体で小西らの手法を適用することに
よって，次元数の異なる部分空間同士のグラスマン距離に基づ

いた近似最近傍部分空間探索が実現できると考えられる．しか

し，小西らの手法で用いられる Projection Kernelは類似度で
あり，Yeらの手法は距離を対象としたものであるので，Yeら
の手法を近似的に実現するには，Projection Kernel を距離的
な尺度に変換する必要がある．提案手法では以下のような処理

により，Projection Kernelを距離的な尺度に変換した. 以下,
先述の A，Bを使って説明する.
1. Aと Bの PKの取りうる最大値から，計算された PK値を
引く．

2．得られた値に対し，PKの取りうる最大値で正規化する．
1.により，Aと Bの類似度が大きいものほど，距離が小さくな
る．また 2.の処理により，Aと Bの距離が PKの最大値によ
らず 0から 1の間の値で定義できる．

図 7: Ye らの手法の近似

図 8: 提案手法

4. 2 提案手法 2
提案手法 1は Yeらの手法の点と集合の距離の定義に基づい
た手法である．しかし，ランダムな射影のため，得られる集合

が必ずしも Yeらの手法の最近傍点を含むというわけではなく，
クエリから最も近くなる集合の順位が入れ替わるということが

起こりうる．そのため，高い精度を得るためには，射影回数を

膨大にする必要がある．そこで，少ない射影回数でも安定した

精度が得られる手法として，提案手法 2を考案した．提案手法
2は，提案手法 1と同様，ランダムな回転行列による集合の生
成を行う．そして，クエリと集合内の点の距離の平均の距離を

クエリと集合の距離として，クエリから最も近くなる集合の探

索する．具体的には，集合毎に投票された点の距離の合計に対

し平均を取る．これにより，集合内に最近傍点が得られないこ

とによる，順位が入れ替わる可能性を低減できると考えられる．

5. 実 験

5. 1 実 験 条 件

提案手法の有効性を調べるために，手書き文字認識実験を行

い，従来手法と比較した．従来手法は，相互部分空間法，Basri
らの手法 (BHZ)，3. 3 節で説明した Ye らの手法に geodesic
distance [12] を適用したものである．Basri らの手法は，部分
空間を高次元のユークリッド空間上の点に写像し，空間同士の

問題から点同士の問題へ変換することで，近似最近傍探索の利

用を実現している．提案手法は，回転行列による集合を生成し

た後，近似最近傍部分空間探索の従来手法として，小西らの手

法を適用する．

全ての手法は C++で実装した.また,実験に使用し た計算機
の CPU は Intel Xeon E54627 v2,3.3GHz,メモリ は 512GB
である. 提案手法で近似最近傍探索が必要なものには Bucket
Distance Hashing (BDH) [13]を用いた．データセットとして
手書き文字データベース ETL9B [14] を使用した．ETL9B は
1字種あたり 200サンプルが用意された，3036字種が含まれて
いる．文字画像は 64 × 64画素で，2値画像である．図 9に一
例を示す．文献 [15]の手法を使い，64 × 64 画素に非線形正規
化をした．特徴量は，64 × 64の画像の重複しない 4 × 4の 16
画素の輝度値の和を 1次元のとした 256次元特徴量である．
認識結果を図 10 に示す．Basri らの手法が最も良い結果と
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図 9: ETL9B の一例

図 10: 実験結果

なった．提案手法 1は，今回実験で行った射影回数では，集合
内に最近傍点が得られないことによる，順位が入れ替わりが起

こったと考えられる．提案手法 2は，少ない射影回数でも，提
案手法 1に比べ十分高い精度があり，射影回数を増加させるこ
とで，認識精度が向上した．一方で，射影回数を増加させるこ

とで処理速度が増加した．これは，サンプル数の増加により，

探索対象の数が増大したことによると考えられる．しかし，近

似最近傍探索を利用した探索であるため，サンプル数の増加が

処理速度に与える影響は小さく，Yeらの手法や相互部分空間法
よりも高速となった．今回の実験では， Basriらの手法が最も
良い結果であったが，提案手法で用いた小西らの手法の特徴で

あるスケーラビリティについての検証は行えてない．そこで今

後の課題として，特徴量の次元数を増やし，提案手法の有効性

を検討したい．

6. ま と め

本稿では，次元数の異なる部分空間同士の近似最近傍部分空

間探索手法を提案した。次元数の異なるグラスマン距離の計算

手法である Yeらの手法を近似的に計算し，高速な近似最近傍
部分空間探索手法である小西らの手法と組み合わせることで次

元数の異なる部分空間の探索を実現した．文字認識実験では，

従来手法が最も良い結果となった．提案手法は，高い認識精度

を出すには，グラスマン多様体に射影する部分空間の総数を増

やす必要があるため，膨大なメモリを消費することになってし

まった．今後は，射影回数についての検討を行い，提案手法の

メモリ消費に焦点を当て，更なる改善を予定しているまた，特

徴量の次元数が大きいデータセットでの実験を予定している．
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