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あ ら まし マハラノビス距離などの統計的手法を用いたパターン認識ではパターンの分布が既知であることが求め
られるが，一般には未知であり，学習サンプルから推定された標本共分散行列を用いる．このとき推定に用いる学習サ
ンプルが少ないと推定誤差が生じ，認識性能が低下することが知られている．固有値の推定誤差についてはよく調査さ
れ，固有値を修正する方法が提案されているが，固有ベクトルの推定誤差についてはほとんど考慮されてこなかった．
本論文では，固有ベクトルの推定誤差について調査し，固有ベクトルの推定誤差についても認識性能に悪影響を与え
る可能性があることを示す．そして，固有ベクトルの推定誤差の影響を固有値の修正により軽減する手法を提案する．
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Abstract Statistical pattern recognition methods such as Mahalanobis distance need to know true distributions

of the patterns� but it is usually impossible� As a result� the covariance matrices estimated from training samples

are used� If training samples are not enough� estimation errors in both eigenvalues and eigenvectors will occur and

they will cause recognition accuracy reduction� Many researchers have studied on estimation errors of eigenvalues

and have proposed various methods to modify eigenvalues� However� estimation errors of eigenvectors have not been

considered enough� In this paper� we investigate estimation errors of eigenvectors and show the possibility that they

make recognition performance down� We propose a new method estimating eigenvalues so as to reduce bad in�uence

on estimation errors of eigenvectors�
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� はじめに

多次元正規分布の確率密度関数から導かれる �次
識別関数は，サンプルの分布が n 次元正規分布に従
うときに最適である．マハラノビス距離は，サンプ
ルの分布が n 次元正規分布に従い，各カテゴリの共
分散行列が同じであるときに最適である．これらの
統計的手法は Bayes 決定と呼ばれる，損失の期待値
を最小限にとどめる分類法を導く．
�次識別関数やマハラノビス距離のような統計的

手法を用いて認識システムを構築するには真の分布
が既知であることが必要である．しかし，一般には
未知であるため，分布形状を正規分布と仮定し，そ
のパラメータを学習サンプルを用いて推定する．こ
のとき，パラメータの推定に用いられる学習サンプ
ル数が十分でないと，推定された分布は誤差を含み，
認識性能が著しく低下することが知られている．
分布の推定誤差に関する問題は統計的パターン認

識において避けては通れない問題であり，古くから
議論されてきた．この問題への対処法は，信頼性の
低い推定値を用いないで認識を行なう手法と，推定
誤差の傾向から推定値を補正する手法に大別できる．
後者は前者に比べて難しい反面，分布が正しく推定
できれば認識性能がより良くなることが期待できる．
前者には修正 �次識別関数 �MQDF� �	� ��，改良

型マハラノビス距離 �MMD����，簡素化マハラノビ
ス距離 �SMD����などがある．MQDFは，木村らに
より提案された手法で，式の形の上ではマハラノビ
ス距離とユークリッド距離の加重和からなる．MMD

は，加藤らにより提案された手法で，マハラノビス距
離を計算する際，固有値にバイアスを加える．SMD

は，孫らにより提案された手法で，MQDFのユーク
リッド距離に相当する項の重みを比較的信頼性の高
い固有値から求める．また，竹下らはMQDFで使用
するための信頼できる固有値・固有ベクトル数を調
査した ���．
一方，後者には酒井らによる�次識別関数 �RQDF��
�

がある．酒井らは，Fukunagaが行なった，摂動法を
用いて固有値・固有ベクトルの推定誤差の分散を求
める解析 ���を �次にまで拡張して標本共分散行列の
固有値の偏りを調査し，標本固有値の偏りを補正す
る手法を提案している．しかし，この手法は固有値
の偏りの補正のみで固有ベクトルの推定誤差の影響
については考慮していない．
そこで本論文では，まず固有ベクトルの推定誤差

について調査する．ここでは実際の文字画像から求
めた特徴ベクトルとパラメータが既知の正規分布に

従う人工サンプルからそれぞれ推定した固有ベクト
ルのずれを �次元平面上にプロットすることによって
行なう．その結果，固有ベクトルの推定誤差 �ずれ�

が �次識別関数やマハラノビス距離などの統計的手
法に影響し，認識性能の低下が引き起こされる可能
性があることを示す．さらに，固有ベクトルの推定
誤差の影響を固有値に吸収させることにより軽減す
る手法を提案する．
なお，本論文では統計的手法のうち，マハラノビ
ス距離を用いるが，本質的な部分は他の手法にも同
様に適用できると思われる．

� マハラノビス距離を用いたパターン
認識

��� 主成分分析

N 個の学習サンプルを t�� t�� � � � � tN とすると，標
本平均ベクトル �� と標本共分散行列 ��は
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のように推定することができる．ここで標本共分散
行列 �� は第 i固有値 ��i とそれに対応する固有ベク
トル ��i を用いて
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と表わすことができる．ここで， �� と ��は
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であり，d は特徴量の次元数である．なお，固有値
の並び順に本質的な意味はないが，本論文では全て
降順であるとする．

��� マハラノビス距離

マハラノビス距離 d��x�は xを未知入力ベクトル
とすると，真の共分散行列 � を用いて

d��x� � �x���T ��� �x� �� ���



と表わされる．しかし，一般に真の平均ベクトル �

と真の共分散行列 �は未知であるため，標本平均ベ
クトル �� と標本共分散行列 �� を用いて

d��x� � �x� ���T ��
��

�x� ��� ���

のように計算する．また，標本共分散行列 ��を固有
値と固有ベクトルに置き換えることにより
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と表わすこともできる．実際の認識は全てのカテゴ
リについて未知入力 x とのマハラノビス距離 d��x�

を求めて，未知入力 xを距離が最も小さいカテゴリ
に決定することで行なわれる．

� 学習サンプル数と固有ベクトルの推
定誤差に関する調査

��� 固有ベクトルの推定誤差の評価方法

ここでは固有ベクトルのずれを

	�ずれの大きさ
��ずれの方向

という観点で調査する．しかし，固有ベクトルの推
定誤差は固有値の推定誤差と同様，確率的な変動で
しか得ることができない．このため，以下の定義を
行ない，視覚的に調査する．
固有ベクトルの推定誤差は �本の固有ベクトルの

内積を用いて表わすことができる．学習サンプル N

個から推定した標本共分散行列の第 k 固有ベクトル
を ��

N

k とおく．N�，N� を分布の推定に用いる学習
サンプル数とすれば �ただし，N� � N� であるとす

る�，��
N�

i と ��
N�

j の内積を ��
N�

i � ��
N�

j と表わす．i � j

のときは j��
N�

i � ��
N�

j j が 	 に近いほど推定誤差が小

さいことを意味し，i �� j のときは j��
N�

i � ��
N�

j jがず
れの方向と大きさを表わす．
例えば学習サンプル N� 個から求めた共分散行列

の固有ベクトルとN� 個から求めた共分散行列の固有
ベクトルが同じであれば，対応する固有ベクトルは
全て同じであるので，�組のベクトルのずれは無く，
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が成り立つ．
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表 	� NIST Special Database 	�に含まれる数字サ
ンプルの数

さらに F �N�� N�� を
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とおく．ここで， ��� と ��� の各列は N�個，N�個
の学習サンプルから求めた共分散行列の固有ベクト
ルある．
F �N�� N�� は対角成分に注目すれば各固有ベクト

ルのずれの大きさがわかり，非対角成分に注目すれば
ずれの方向がわかる．この F �N�� N��を �次元平面
上にプロットすることで，確率的にしか得られない固
有ベクトルの推定誤差の傾向をずれの大きさ，ずれ
の方向という面から視覚的に調査することができる．
ただし， F �N�� N�� の各要素の絶対値をプロットす
ることにする．今後の議論においても F �N�� N�� の
各要素は大きさのみ用いるので影響はない．

��� 固有ベクトルの推定誤差の調査

実際の文字サンプルと人工サンプルを用いて固有
ベクトルのずれの傾向について調査を行なう．

����� 実際の文字サンプルによる実験

実際の文字サンプルから固有ベクトルを推定し，学
習サンプル数の違いによって推定誤差がどのように
変化するかを調べた．
実験には NIST�National Institute of Standards

and Technology� の NIST Special Database 	��以
降，NIST	�� を用いた．このデータベースには数字
とアルファベットが含まれているが，ここでは，よ
りサンプル数の多い数字サンプル 	�字種を用いるこ
とにした．このデータベースに含まれる数字のサン
プル数は表 	の通りである．このデータベースの文
字サンプルの大きさは 	�� � 	�� 画素である．これ
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を 
�� 
� 画素に非線形正規化 ���した後，	�
次元
の方向線素特徴量 ���を抽出した．
実験は学習サンプル数 N�，N� の組み合わせを変

えて行なった．文字 ���の結果の一部を図 	から図 �

に示す．実験結果は字種によらずほぼ同様であった．
この実験から

	� 推定に用いる学習サンプル数が違うと，推定さ
れた固有ベクトルにはずれが生じる．これは推
定誤差の大きさがサンプル数に依存しているこ
とを示している．

�� 用いた学習サンプル数の差が大きいほど推定誤
差が大きい．

�� 用いた学習サンプル数の差が同程度の場合，絶
対値が小さいほど推定誤差が大きい．
�例：F �	���� ����� と F ������� ������ では前
者のほうがずれが大きい�

ということがわかる．

����� 人工サンプルによる実験

実際の文字サンプルによる実験では，有限個の学
習サンプルを用いた調査しかできない．そこで人工
サンプルを作成し，実験を行なった．これにより，学
習サンプル数が無限大に相当する真の値との関係も
調査することができる．
実験に用いた人工サンプルは NIST	� の数字サン

プル 	�字種から求めた．この人工サンプルは ����	

の実際の文字サンプルと同様に 	�
次元の方向線素
特徴量を抽出し，一定数の文字サンプルから推定し
た平均，分散を真の値とみなし，乱数を用いて作成
した．文字 ���の場合は母集団として ������個の文
字サンプルから推定した分布を用いた．
文字 ���の結果の一部を図 �から図 �に示す．実
験結果は他の字種でもほぼ同様であった．人工サン
プルはその作成法ゆえ，正規分布に従う．しかし，実
際の文字サンプルは必ずしも正規分布にしたがうと
は限らない．人工サンプルを用いた場合より実際の
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文字サンプルを用いた場合のほうがずれが若干大き
いが，人工サンプルの結果は ����	の実際の文字サン
プルとほとんど同じ傾向を示している．また，真の
値と比較した場合，	���������個の学習サンプルか
ら推定した固有ベクトルもずれを含むことがわかる．

� 固有ベクトルの推定誤差を補正する

方法の検討

�章の実験は固有ベクトルがずれる方向について
の興味深い事実を示している．まず，固有ベクトル
は Fukunaga の理論式 ���にあるように，固有値の
大きさが同程度である固有ベクトル軸にずれ易いこ
とがわかる．しかし，それのみでなく，固有ベクト
ルは固有値の大きさが極端に違う軸に対してもわず
かながらずれていることがわかる．この傾向は，正
規分布に従う人工サンプルのみでなく，必ずしも正
規分布に従う保証がない実際の文字サンプルでも見

られた．
マハラノビス距離は ���式のように表わすことが

できるが，この式は �各固有ベクトル軸 ��k 方向の

重みを
	

��k
にして距離を計算する�と解釈すること

ができる．
これまでの研究で固有値の推定誤差を考慮した固
有値補正法が提案され，認識性能の向上に効果を上
げているが，固有値は固有ベクトルに依存している．
固有ベクトルのずれを考慮しないで固有値のみ補正
するという方法では固有値と固有ベクトルのバラン
スが崩れ，補正の効果が半減してしまう恐れがある．
これらのことから，固有値のみでなく固有ベクトル
の推定誤差についても補正が必要であると言える．

��� 固有ベクトルを補正する方法の検討

今，学習サンプルとして利用可能なサンプルが N�

個あるとする．その N� 個の学習サンプルを用いて
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辞書用に分布 �平均・分散�を推定する．ここで，固有
値の推定誤差を考慮して固有値を補正した結果，N�

個の学習サンプルから推定した固有値と同様の値が
得られたとする．ところが，固有値の推定誤差のみ
減少したとしても認識の際には固有ベクトルも使用
するため，先に示した理由により必ずしも十分な結
果が得られないことが予想できる．
そこで，固有ベクトルの推定誤差も固有値の推定
誤差同様，学習サンプル N� 個から推定したときに
含まれる程度のずれの量に修正すればよいが，固有
ベクトルは固有値に比べて自由度が高く，確率的な
固有ベクトルの変動からでは補正するのが困難であ
る．しかし，固有値の自由度は固有ベクトルに比べ
て著しく小さいため，確率的な固有ベクトルの変動
からでも固有値を補正することは可能である．そこ
で，固有ベクトル自身を補正するのでなく，固有ベ
クトルのずれを考慮して固有値をさらに補正する手
法を提案する．

��� 固有値を補正する方法

前提条件として，学習サンプル数 N� 個から推定
された固有ベクトルと学習サンプル数 N� 個から推
定された固有ベクトルとのずれを表わす F �N�� N��

が既知であるとする �ここでも N� � N� であるとす
る�．また，学習サンプル数 N� 個から推定された固
有値を任意の固有値補正法で補正して得られた値を
��k とし，学習サンプル数 N� 個から推定された固有
値と同程度の推定誤差を含むとする．このとき，次
式を用いて，F �N�� N�� と ��k から固有ベクトルの
推定誤差を吸収する固有値 ��k を推定する．

��k �
dX

i��

�
�N�

i � �N�

k

��
��i �	��

この式の導出は以下のように行なう．学習サンプ
ル数 N� 個から推定された標本共分散行列を ��� と
し，その固有値，固有ベクトルを ���， ��� とする．
学習サンプル数が N� 個のときも同様に ���，���，���
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とすると，次の �式が成り立つ．
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固有ベクトルをそのままに ��� を ��� に近づけるよ
うに固有値を修正することを考え， ��� � ��� とお
くと，
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となり，ここから �	��式が導出される．
ここでは，N� を有限個のサンプルとしたが，F を
求めるときに人工サンプルを用いるなどの方法でN�

個から求めた固有値・固有ベクトルを擬似的に真の
分布にすることで学習サンプルが無限個の場合をシ
ミュレートすることができる．

� 人工データによる認識実験

提案手法の有効性を示すために，人工サンプルを
用いた認識実験を行なった．人工サンプルを使用す
るので，真の分布がわかる．固有値のみ真の値にした
ものと，提案手法により固有値を補正したものの二
つを比較する．提案手法で固有値を補正するときに
用いた固有ベクトルのずれを表わす F は，N� ��

としたものである．
実験に用いたサンプルは NIST	� の数字 	�字種

である．作成方法は，�����のときと同様に NIST	�

の文字サンプルから 	�
次元の方向線素特徴量を抽
出し，各字種 �
����個の学習サンプルから分布 �平
均・分散�を推定し，これを母集団として字種毎に各
	����個のサンプルを認識用に，各 	��������個のサ
ンプルを学習用に作成した．
辞書作成用に用いる学習サンプル数を 	��������個

の範囲内で変え，学習サンプル数と認識率の関係を
調査した．認識用サンプルは常に 	����個使用した．
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図 �� 提案手法の有効性を示す実験

結果を図 �に示す．固有値のみ真の値にしたもの
を �Only Eigenvalues are True�，提案手法により固
有値を補正したものを �Proposed Method� とした．
また，参考のため標本共分散行列をそのまま用いた
マハラノビス距離による認識結果を �Mahalanobis

Distance� として示した．
この結果，再推定に用いる学習サンプル数によら

ず，提案手法のほうが真の固有値を用いた場合より
も認識率が高かった．真の固有値を用いた場合は，学
習サンプル数によらず標本共分散行列をそのまま用
いたマハラノビス距離よりも認識率が高かった．こ
れにより，提案手法の有効性が確認された．

� 結び

本論文では，まず実際の文字サンプルと人工サン
プルを用いて固有ベクトルのずれについて傾向を調
べた．その結果，固有ベクトルのずれがマハラノビ
ス距離に影響し，認識性能の低下が引き起こされる
可能性があることを示した．そして，固有ベクトル
の推定誤差の影響を固有値に吸収させることにより
軽減する手法を提案した．
また，今回は，固有値を推定するときに用いた固

有ベクトルのずれ F �N�� N�� を実験的に求めたが，
これを理論的に導くことは今後の課題である．
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